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Whioskowanie w warunkach niepewnosci : Teoria Dempstera-Shafera

1. Wstep

Wsrod wielu dziedzin jakimi zajmuje si¢ informatyka wazng pozycje¢ zajmuje problematyka sztuczne;j
inteligencji. Obecne systemy przypominaja dzialaniem czlowieka. Informatycy zajmujacy sig sztuczng
inteligencja doszli do wniosku, ze systemy inteligentne musza by¢ przygotowane do przetwarzania informacji,
czyli powinny gromadzi¢ informacje o otaczajacym je Swiecie i wyciagaé z zebranej wiedzy wnioski. Wiasnie z
tym zwiazany jest najwigkszy problem sztucznej inteligencji a mianowicie uzyskanie odpowiedzi na pytanie, w
jaki sposdb systemy inteligentne powinny prowadzi¢ wnioskowanie.

Mozemy wyrédzni¢ wiele wzorcow wnioskowania stosowanych w systemach inteligentnych. Sa to migdzy
innymi:

- wnioskowanie probabilistyczne

- wnioskowanie rozmyte

- wnioskowanie indukcyjne

- wnioskowanie dedukcyjne

- wnioskowanie niemonotoniczne

Podziat ten jest zrobiony ze wzgledu na teorie na ktérych opieraja si¢ poszczegolne
wnioskowania. Poniewaz rzeczywistosci nigdy nie da si¢ doktadnie opisac to najczesciej informacje dotyczace
otaczajacego nas §wiata sg nieprecyzyjne, niepelne lub niepewne. Od rodzaju informacji, jakimi dysponujemy
zalezy sposob wnioskowania. Dlatego tez przyj¢liSmy nastgpujaca klasyfikacj¢ metod wnioskowania:

- metody przetwarzania informacji niepewnej

- metody przetwarzania informacji niepeine;j

Oczywiscie podziat ten jest umowny i roboczy a metody obu grup mozna taczy¢.

Wisréd metod z pierwszej grupy przewaza podejscie numeryczne. Mozemy tu wymieni¢ m.in. schematy

wielowarto$ciowe, rozmyte, probabilistyczne, teori¢ Dempstera-Shafera.

W niniejszej pracy wlasnie omoéwimy teori¢ Dempstera-Shafera nazywana rowniez teorig funkcji
przekonania lub matematyczna teoria ewidencji. W obecnej postaci opracowali ja Dempster i Shafer. Jest ona
jednym z dobrze teoretycznie poznanych modeli niepewnos$ci zajmujacych si¢ przyjmowaniem wielu wartosci
danego atrybutu jednoczes$nie. Pokazuje jedna z drog stosowania matematycznego prawdopodobienstwa przy
ocenie subiektywnej. Jest uogoélnieniem bayesowskiej teorii subiektywnego prawdopodobienstwa. Gdy
stosujemy bayesowska teori¢ do oceny iloSciowej zapytania, to musimy przypisa¢ prawdopodobienstwa
mozliwym odpowiedziom na to pytanie. Teoria DS jest bardziej elastyczna. Stopnie przekonania mozna
przypisaé zarowno indywidualnym odpowiedziom, jak i grupom odpowiedzi, przy czym suma stopni
przekonania przypisanych odpowiedziom indywidualnym moze by¢ mniejsza, niz stopien przekonania grupy.
Przypisanie stopni odpowiedziom i ich grupom nazywa si¢ rozktadem przekonan lub ,,funkcja przekonania”.

Teoria ta umozliwia wyprowadzenie stopni przekonania dla danego pytania z prawdopodobienstw dla pytania
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pokrewnego, przy czym stopnie te nie muszg mie¢ matematycznych wlasnosci prawdopodobienstwa. Oferuje
rowniez szereg waznych korzysci metodologicznych takich jak: zdolno$¢ do reprezentowania ignorancji w
sposob prosty i bezposredni, spojnos¢ z klasyczna teorig prawdopodobienstwa, zgodno$¢ z logika boolowska
oraz ztozonos¢ obliczeniowa. Teorig¢ DS stosuje si¢ w wypadkach :

- niepelnej wiedzy

- aktualizacji przekonan

- skladania ewidencji
Teoria ta moze stuzy¢ jako narzgdzie do reprezentacji nieckompletnej wiedzy statystycznej poniewaz moze objac
statystyke zbiorow losowych.

Praktyczne zastosowania teorii DS obejmuja m.in.: integracj¢ informacji pochodzacych z ré6znych
zrédel przy identyfikacji obiektu, modelowania wyszukiwania informacji w bazie danych, rozpoznawanie planu
dziatania, zagadnienia diagnostyki technicznej w warunkach zawodno$ci elementéw pomiarowych oraz ma
zastosowanie w medycynie. Poza tym wykazano rdwniez, ze problem obliczania niezawodno$ci sieci jest
szczegblnym przypadkiem obliczen w teorii DS.

W systemach ekspertowych dokonat si¢ ogromny postep jezeli chodzi o wykorzystanie funkcji
przekonania DS do reprezentacji niepewnosci wiedzy. Opracowano efektywne metody wnioskowania w oparciu
o reprezentacjg¢ wieloatrybutowych rozktadow przekonan w postaci tzw. drzew Markowa. Przez drzewo
Markowa rozumiemy drzewo nieskierowane, ktorego wezty reprezentuja zbiory atrybutow spetniajacych pewne
warunki sasiedztwa. Weztom drzewa Markowa przypisuje si¢ tzw. skladowe funkcji przekonania, przy czym
taczny rozktad przekonan reprezentowany jako ztozenie dempsterowskie (ztozenie tak zwana reguta Dempstera)
sktadowych funkcji przekonania. W drzewie Markowa mozgmy wnioskowaé w przdd, wstecz, poszukiwaé
uzasadnienia itp.

Niestety, dla zastosowania w systemach ekspertowych istnieje powazna luka w badaniach nad ta teoria:
nie sg dotychczas znane metody pozyskiwania wiedzy dla tego modelu z danych ani metody jej weryfikacji
wobec danych. To znaczy, ze ani struktury drzewa Markowa ani sktadowych funkcji przekonania nie mozna
pozyska¢ z danych empirycznych. Pomimo iz czgsto mowi sig, ze rozktad przekonan DS jest uogdlnieniem
rozktadu prawdopodobienstwa, nie udato si¢ zaadaptowaé znanych w/w metod konstrukeji probabilistycznych
sieci bayesowskich z danych do konstrukcji drzew Markowa czy tez innych reprezentacji graficznych DS.

Jednym z najbardziej istotnych zagadnien w przetwarzaniu niepewnosci jest rozréoznienie pomigdzy

niepewnoscia a niewiedza. Wilasnie rozroéznienie tych dwoch rzeczy jest celem teorii Dempstera-Shafera.

2. Definicje

Na poczatku mozna zauwazy¢ iz teoria Dempstera-Shafera odrzuca jeden z aksjomatéw wnioskowania
probabilistycznego:
P(=A)=1-P(A)
Przyktadem odrzucenia powyzszego aksjomatu jest sytuacja gdy nic nie wiemy odnosnie zdarzenia Ai-A.

Poprawniej jest wtedy zatozy¢, ze oba prawdopodobienstwa sa rowne zeru. Konsekwencja odrzucenia
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powyzszego aksjomatu przez teori¢ Dempstera-Shafera jest skojarzenie z kazda hipoteza dwoch a nie jednej
warto$ci: Bel(A) i PI(A). Okreslaja one dolna i gérng granice stopnia przekonania w prawdziwos¢ naszej

hipotezy A.

W teorii Bayesa jest wymagana catkowita specyfikacja modelu probabilistycznego. W przypadku braku
petnej specyfikacji, zwolennicy tej teorii stosuja metody przyblizone, uzupetniajace model probabilistyczny.
Teoria Dempstera-Shafera jest metoda alternatywna, uznajaca model czgSciowo wyspecyfikowany, w ktorej nie
uzupehnia si¢ brakujacej specyfikacji. Wyznaczane sg tam prawdopodobienistwa z jakimi dane hipotezy mozna
udowodni¢ na podstawie posiadanej informacji, a nie tak jak w modelu Bayesa prawdziwosci tych hipotez.
Obecnie znanych jest wiele metod wykraczajacych poza model prawdopodobienstwa. Wigkszos$¢ z nich opiera
si¢ na tzw. miarach monotonicznych czyli takich, ktore przeksztalcaja F w odcinek [0,1] spelniajacych
nastepujace aksjomaty:

g(f) =0, g(t) =1, jesli (all b) =t, to g(a) < g(b)

Funkcja spelniajaca te aksjomaty jest wprowadzona przez Shafera funkcja przkonania (belief function).

Teoria Dempstera-Shafera powstala na podstawie pracy Dempstera, a Shafer wprowadza zbior A [0 @
elementéw ogniskowych. Sa to zdania o ktérych posiadamy jakie$ informacje. Elementy z A nie musza by¢
zdaniami elementarnymi oraz wzajemnie wyltaczajacymi si¢. Dostgpne informacje o elementach A sa

zapisywane w postaci rozktadu bazowego prawdopodobienstwa, ktory reprezentuje czgsciowe przekonania.

Def. 1
Niech © bedzie rama rozrozniajaca, m funkcja m: m: 2° — [0,1] taka, ze dla kazdego zbioru A 0 ©.
m(A)=0
m(0J) =0,
> m(A)=1
Xeob

Taka funkcja m nazywa si¢ podstawowym przyporzadkowaniem prawdopodobienstwa dla ©.

Def. 2
Niech ® bedzie rama rozrdzniajaca , m podstawowym przyporzadkowaniem prawdopodobienstwa dla
®; Zbior A nazywamy elementem ogniskowym w m jezeli
m(A) = 0.
Rdzen m (core of m) jest zbiorem wszystkich elementéw ogniskowych w m.
Definicja podstawowego przyporzadkowania prawdopodobienstwa jest bardzo podobna do klasycznej definicji

prawdopodobienstwa, mozna wigc powiedzieé, ze jest rozszerzeniem tej definicji dla zbiorow.
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Def. 3
Dla zbioru hipotez mozemy okresli¢ taczna wiare w jego prawdziwos¢ nazywana funkcja przekonania
(ang. belief function)
Niech @ bedzie rama rozrézniajaca , m podstawowym przyporzadkowaniem prawdopodobienstwa dla
0, wtedy funkcja przekonania zwiazana z tym m jest funkcja
Bel: 2° — [0,1] taka, ze
Bel(A)=), m(B)

BcA
dla kazdego A 0 ©.

Funkcja przekonania mierzy wiarygodno$¢ poszlak na rzecz A.

Def. 4
Na ile poszlaki przemawiajace przeciw A sa silne mowi funkcja wiarygodnosci (ang. plausibility
function)
Niech ® bedzie rama rozrézniajaca , m podstawowym przyporzadkowaniem prawdopodobienstwa dla
0, wtedy funkcja wiarygodnosci odpowiadajaca m nazywamy funkcja Pl: 2° — [0,1] taka, ze
PI(A)= 2, m(B)

BNnA#gQ
dla kazdego A U ©.

ZaleznoS$ci miedzy funkcja przekonania a funkcja wiarygodnosci:
PI(A) =1—-Bel(-B),
Bel(A) + Bel(-A) < 1,
PI(A) +PI(=A) =1,
Bel(A) < PI(A),
Bel(AOB) = Bel(A) + Bel(B) — Bel(AB),
PI(AB) = PI(A) + P1(B) — PI(ALCIB).
Pewno$¢ (niepewnosc¢) danego zadania A [J ® moze wige by¢ reprezentowana przez odcinek
[Bel(A), PI(A)]
Przedzial ten nazywamy przedziatem przekonania dla A. Poczatkowo przedziat przekonania jest rowny [0, 1] co

oznacza brak danych rozpatrywanej hipotezy, a w miar¢ naplywu informacji przedziat zawegza sig.
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Def. 5

Funkcja taczenia dwoch niepewnosci dla tego samego zbioru nazywana jest regutq kombinacji
Dempstera.

Niech @ begdzie rama rozrézniajaca , ml i m2 podstawowe przyporzadkowania prawdopodobienstwa

na ©, wtedy m1 O m2 jest funkcja m1 O m2: 2° — [0,1] taka, Ze

m; D l’ng([l) = 0

dla wszystkich A 11 ® i A # 0. Dla tak zdefiniowanej funkcji odpowiadajaca funkcja przekonania jest Bel1Ul
Bel2: 2° — [0,1], taka, Ze

Bell®Bel2(A)=), m,@&m,(A)

BcA
Nalezy zauwazy¢, ze tak sformutowana reguta taczaca wiadomosci zawarte w dwu podstawowych
przyporzadkowaniach prawdopodobienstwa nie pasuje do kazdej sytuacji. Jezeli przyjmiemy model swiata

,otwartego” tzn. dopuszczamy istnienie innych hipotez oprocz ®, normalizacja w tym wzorze jest dyskusyjna.

Def. 6
Niech B begdzie zdarzeniem B 0O ©, a Bel funkcja przekonania nad ®. Wtedy przez warunkowg
funkcje przekonania Bel(.||B) wzglgdem zdarzenia B rozumie si¢ funkcjg przekonania

Bel(.||B) = Bel O Bels
gdzie Belg jest prosta deterministyczna funkcja przekonania o stusznosci B.
3. Przyklady

Ponizej przedstawiono kilka przyktadow funkcji dotyczacych teorii Dempstera-Shafera:

Prosta funkcja przekonania wyglada nastgpujaco:
m(A) =s, m(®)=1-s, m(B) =0, gdyB£ZA,B£0,

czyli
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0, A¢B
Bel(B)={s, AcB#0O
l, B=0©

2.

Warunkowa funkcja przekonania, zaléozmy, ze istnial rozklad m; dla ® okreslajacy funkcje
przekonania Bel'. Aktualnie dowiadujemy sie jedynie, ze jest prawdziwy zbior E ( ©. Mamy wiec nowy
rozklad bazowy przydzielajacy warto$¢ 1 zbiorowi E. Funkcja przekonania bedaca kombinacja tych dwoch
funkcji jest nazwana warunkowq dla danej funkcji Bel':

Bel'(AUE )-Bel*(E
Bei(A|E)=BELAVE )-Bel (E)
1-Bel*(E))
3.
Rozpatrzmy przyktad:

Niech a, b, ¢ beda trzema wzajemnie wylaczajacymi si¢ alternatywami oraz
ml(a)=0; ml(b)=0,1; ml(c)=0,9;
m2(a) =0,9; m2(b)=0,1; m2(c) =0;
Rozktady te reprezentuja dwa skrajnie niezgodne zrédta informacji. Stosujac regulg faczenia otrzymamy:
m(a) = 0; m(b)=1; m(c)=0;
Otrzymany wynik jest bardzo ostry, rozktad m wskazuje na catkowita pewnos¢ alternatywy b.
Z informacji wej$ciowych dowiadujemy sig, ze a labo ¢ sa niemozliwe i dlatego tez b stato si¢ jedyna mozliwa
alternatywa mimo, ze wszystkie zrodta wykluczato tq alternatywe. Oznacza to, ze ograniczono uwagge do zbyt
matego zbioru. Nalezaloby szukaé nowej mozliwosci 1 zbiér O rozszerzyé. Oznaczmy t¢ mozliwosc¢ jako e i

stosujac rozszerzenie A = {a, b, ¢, e} otrzymamy:

my(a,e) =0, my(a,e) =0,9,
my(b,e) =0,1, my(b,e) = 0,1,
my(c,e) =0,9, my(c,e) = 0.
A wigc mamy:
m(a)=0,01,
m(b) =m(c) =0,
m(e) = 0,99

Gdy mamy do czynienia z modelem ,, zamknigtym “ (gdy koniecznie musimy wybierac z {a, b, c})
na podstawie m1 i m2 wtedy wybieramy b. Jednak w dalszym ciagu brakuje wskazania na informacje niezgodne.

Shafer wprowadzit wagg niezgodnosci informacji dla m1, m2 i ma ona postaé:
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1
2. my(A)xm,(B)

ANB# 0

Con(m;, m,)=log

Dla podanego przyktadu waga niezgodnosci wynosi:

Con (m;,m;) = log(100)

Rozpatrzmy teraz przyktad w celu przyblizenia wzorow okreslajacych funkcje przekonania.
Zaktadajac, ze zmienna x moze przyjmowac wartosci a, b, c. Mamy nastgpujacy zbior ® = {a, b, c, ab, ac, bc,
abc}. Na podstawie dostgpnej informacji mozna podzieli¢ stopnie pewnosci nastgpujacym podzbiorom {a, b, c,

ab, bc, abc}. Przyjmijmy rozktad bazowego prawdopodobienstwa:

m(a)=0,2,
m(b)=0,1,
m(c)=0,1,
m(ab)=0,2,
m(bc)=0,3,
m(abc)=0,1

W tym przypadku funkcje Bel i Pl beda miaty nastgpujace wartosci:

Bel(a) =m(a) =0,2,

Bel(b) =m(b) = 0,1,

Bel(c) =m(c) = 0,1,

Bel(ab) = m(a) + m(b) + m(ab) = 0,5,

Bel(ac) = m(a) + m(c) = 0,3,

Bel(bc) = m(b) + m(c) + m(bc) = 0,5,

Bel(abc) = m(a) + m(b) + m(c) + m(ab) + m(bc) + m(abc) =1,
Pl(a) = m(a) + m(ab) + m(abc) = 0,5,

Pl(b) = m(b) + m(ab) + m(bc) + m(abc) = 0,7,

Pl(a) = m(c) + m(bc) + m(abc) = 0,5,

Pl(ab) = m(a) + m(b) + m(ab) + m(bc) + m(abc) = 0,9,
Pl(ac) = m(a) + m(c) + m(bc) + m(abc) = 0,7,

Pl(bc) = m(b) + m(c) + m(ab) + m(bc) + m(abc) = 0,8,
Pl(abc) = m(a) + m(b) + m(c) + m(ab) + m(bc) + m(abc) =1

Zdanie ,x jest w ac, mimo iz nie ma bezposredniej wspierajacej informacji ma niezerowe funkcje Bel, Pl.
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Rozpatrzmy zadanie diagnozowania choroby. Zbidr wszystkich mozliwych diagnoz bedzie w tym

przypadku rama rozrozniajaca. ® = {grypa, katar, alergia, zapalenie pluc}

Dla pacjenta, o ktorym nie ma zadnych wiadomosci, wszystkie choroby sa mozliwe, dlatego poczatkowo

definiujemy podstawowe przyporzadkowanie prawdopodobienstwa jako:

_ 1 dla x=0
mo(X)= 0 w przeciwnym wypadku

Rdzen m jest rowny ®. Po otrzymaniu dodatkowych informacji moze si¢ okazaé, ze katar lub alergia maja
podstawowe przyporzadkowanie prawdopodobienstwa rowne 0,3 (taka informacja moze by¢ np. podwyzszona

temperatura). Powstaje wtedy nowa funkcja m,

0,7 dla X=0
m,(X)={0,3 dla X=|katar,alergia}
0 w przeciwnym wypadku

Moze okaza¢ sig, ze pacjent nie cierpi na alergi¢, wtedy funkcja opisujaca ten przypadek m, ma postaé:

0,2 dla X=0
m,(X)=0,8 dla X=(grypa,katar, zapalenie,,}
0 w przeciwnym wypadku

Oto inny przyktad funkcji okreslonej na rozkladzie m w celu uwydatnienia réznych wtasnosci

informacji:

Owa funkcja dla wartos$ci z przyktadu 4 bedzie miata nastgpujace wartosci:
Q(a) = m(a) + m(ab) +m(abc) = 0,5
Q(b) = m(b) + m(ab) + m(bc) + m(abc) =0,7
Q(c) =m(c) + m(bc) + m(abec) = 0,5
Q(ab) = m(ab) + m(abc) = 0,3
Q(ac) = m(abc) = 0,1
Q(bc) = m(bc) + m(abc) = 0,4
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Q(abc) = m(abc) = 0,1

Wykazuje sig, ze rozktad bazowego prawdopodobienstwa m, z ktérego wyprowadza si¢ funkcje przekonania jest
jednoznaczny i moze by¢ odtworzony na podstawie funkcji przekonania. To samo mozna wtasnie wykazac dla
funkcji Q.
Funkcje Bel, Pl oraz Q reprezentuja rézne makrowlasnosci zbioru ® zawarte w rozktadzie m.
W przypadku teorii Dempstera-Shafera, tak jak w metodach probabilistycznych wprowadza si¢
miarg zawartosci informacji. Powinien to by¢ funkcjonat, przeksztalcajacy funkcje przekonania, spelniajacy

nastgpujace wlasnosci:

- warto$¢ powinna by¢ liczba rzeczywista nieujemna,
- w przypadku catkowitej ignorancji zawarto$¢ informacyjna powinna by¢ rowna zeru,

- jesli dwie proste funkcje przekonania Bel', Bel* maja identyczne wartosci s odpowiednio dla zbiorow
Ay, Ay, gdzie Ay § A, to zawarto$¢ informacyjna zwiazana z Bel' powinna by¢ wigksza niz zwiazana z
Bel?,

- zawarto$¢ informacyjna zwiazana z dwoma niesprzecznymi rozktadami powinna by¢ addytywna.

Jedna z propozycji takiego funkcjonatu jest

H(Bel)=— > 10gQ(A)

Aco
gdzie Q jest okreSlane przez rownanie wspomniane wyzej.
Przes$ledzmy kilka innych wtasnosci tak okreslonego funkcjonatu. Zatézmy, ze posiadamy dwa rozktady bazowe
ml, m2. Zawarto$éinformacyjna kombinacji tych rozktaddéw jest nastepujaca:

H(Bel) = H(Bel') + H(Bel*) + (2" - 1) Con(m1, m2)

gdzie n jest liczba elementéw zbioru ® i Con(-, -) zostato okre§lone w przyktadzie 3.

Trzy osoby Pawel, Gawet i Kasia byly obecne w pokoju, w ktérym popetniono zbrodnig. Jest to na razie
jedyna informacja, ktéra zna inspektor prowadzacy sledztwo. Dlatego tez aby §ledztwo posunglo si¢ dalej,
inspektor zdecydowal oprze¢ si¢ na wyniku eksperymentu losowego. Eksperymentem tym bedzie rzut kostka.
Jesli rzut bedzie parzysty, winowajca bgdzie kobieta, jesli nieparzysty, mgzczyzna. Zatézmy, ze wiemy kto byt w
pokoju, gdy popetniono zbrodni¢ oraz wiemy o eksperymencie losowym. Nie interesuje nas jednak jaki byt
wynik rzutu oraz jaka byla metoda wyboru pomigdzy Pawlem a Gawlem, gdyby wynik byl nieparzysty.
Interesuje nas jedynie jaka jest szansa, ze byla to kobieta lub, ze byl to mezczyzna. Na podstawie dostgpne;j

informacji szans¢ t¢ mozna ocenic jak 1 do 1.
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Dowiadujemy si¢ nastgpnie, ze Pawetl w czasie zbrodni udat si¢ na posterunek policji i dlatego ma $wietne alibi.
Zastanowmy si¢ jaka jest obecnie szansa zwiazana z plcia winowajcy.
Wiemy, ze

® = {Pawel, Gawel, Kasia}

I na podstawie pierwszego opisu sytuacji mozna okresli¢ jedynie rozktad my:
mp (@) =1.

Eksperyment rzutu kostka pozwala na okreslenie nastgpujacego rozktadu:

m;({Kasia})=0,5,
m;({Pawel, Gawet}) =0,5.

Laczac te dwa rozklady uzyskamy:

Cacia 1 m,(©)m,({Kasia}) 05
mo as'a])_mo(e)ml([Pawe/,Gawel})+mo(6)m1([KaSia})_ T

m,(©)m, ({Pawel, Gawel})
m, ,({Pawel,Gawel})= =0,5

m,(©@)m, ({Pawel,Gawel})+m,(©)m, ({Kasia})

Nastgpnie dowiadujemy si¢ o idealnym alibi Pawta. Mozemy t¢ sytuacj¢ opisa¢ rozktadem:
my({Gawet, Kasia})=1.

Chcac uzyskac¢ ostateczny rozktad taczymy mo, z m,:

m, ,({Kasia})m,({Gawel, Kasia})
m, ,({Kasia})m,({Gawel, Kasia})+m , ({Pawel, Gawel})m,({Gawel, Kasia

m, . ,({Kasia})=

0,1,2

m, ,({Pawel, Gawel})m,({Gawel,Kasia})

m m, ,({Kasia})m,({Gawel, Kasia})+m , ({Pawel, Gawel})m, ({Gawel, Kasi

01.((Gawel})=

Widzimy wigc, ze dodatkowa informacja nie zmienita oceny pici winowajcy. W dalszym ciagu mozemy ocenié

jak 1 do 1.
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