Definicja prawdopodobieństwa (aksjomatyczna) Funkcję P określoną na zdarzeniach o wartościach rzeczywistych nazywamy prawdopodobieństwem, jeżeli są spełnione aksjomaty 1) dla każdego zdarzenia A
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 prawdopodobieństwo zdarzenia pewnego jest równe 1. 3) Jeżeli zdarzenia A1,A2... są parami rozłączne tzn. 
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Prawd. Warunkowe. Niech ( będzie danym zbiorem zdarzeń elementarnych, niech B(( będzie takim zdarzeniem, że P(B)>0. Prawdopodobieństwem zajścia zdarzenia A pod warunkiem, że zajdzie B nazywamy liczbę  P(A\B)=P(A(B)/P(B)

Przestrzeń zdarzeń losowych – zbiór wszystkich niepodzielnych obserwacji wyników doświadczenia.

Zdarzenie losowe – podzbiór przestrzeni zdarzeń elementarnych (A).

Prawdopodobieństwem nazywamy funkcję P: F ( R przyporządkowującą każdemu zdarzeniu losowemu A liczbę P(A), zwaną prawdopodobieństwem zajścia zdarzenia A, tak, że spełnione są następujące warunki:- P(A) ( 0, dla każdego zdarzenia A ( F,- P(() = 1,

jeżeli A1,A....(F jest dowolnym ciągiem zdarzeń parami rozłącznych, tzn. Ai(Aj=( dla i(j, to: 
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 Własności prawdopodobieństwa:

1) 
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 Prawdopodobień. zdarzenia przeciwnego A’ 3) Jeżeli zdarze. A,B są rozłączne to 
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  4) Dla dowolnych zdarzeń A i B   
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 5) Jeżeli 
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Czy prawdopodobieństwo sumy dwóch zdarzeń losowych jest równe sumie  prawdopodobieństw tych zdarzeń?    Tak jeśli są niezależne, nie jeśli A1,..An.(F. Wynika to z właściwości  prawdopodobieństwa.(3,4).

Tw. Bayesa Niech zdarzenia A1,..,An(F tworzą układ zupełny zdarzeń przestrzeni parabolistycznej ((,F,P) i niech A(F będzie dowolnym ustalonym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobieństwie, tzn. P(A)>0. Wówczas prawdziwy jest wzór:


[image: image12.wmf])

|

(

)

(

)

|

(

)

(

)

(

)

|

(

)

(

)

(

)

|

(

1

1

n

n

i

i

i

i

A

A

P

A

P

A

A

P

A

P

A

P

A

A

P

A

P

A

A

P

A

A

P

+

+

=

=

Ç

=

L


Metody obliczani prawdopodobieństw
-Klasyczna (Laplace’a). Jeśli (={(1,...,(n} i „n” jest skończone i A={(i1,...,(ik}; k((1,n( i P({(i})=1/n to dla (i=,..n P(A)=#A/#(=not(/(=k/n

-Geometryczna. Jeśli ((Rn( A(( ( P(A)=miara(A)/miara(()
Tw. Moivre`a – Laplace`a

Jeżeli zmienne X1,X2,.. są niezależne o jednakowych rozkładach dwupunktowych
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Tw.prawdopodobieństwo całkowite jeżeli zdarzenia H1,H2,H3,..,Hn ( F tworzą układ zupełny zdarzeń w przestrzeni parabolistycznej ( (, F, P) to dla dowolnego zdarzenia  A(F 
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Zmienna losowa jednowymiarowa. Funkcją X:((R nazywamy zmienną losową jeśli (x(R{(((;X(()(x}(F

Zmienne losowe X i Y nazywamy niezależnymi jeżeli dla dowolnych zbiorów A i B na prostej zachodzi równość:

P(X1(A,X2(B)=P(X1(A)P(X2(B)    “P(A(B)=A(A) * P(B) ”

Dwie zmienne losowe (ciągłe lub skokowe) są niezależne gdy ich wsp. korelacji jest = 0, zależne gdy = + –1
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Medianą z próby nazywamy taką wartość cechy, że co najmniej 50 % obserwacji przyjmuje wartość nie większą od niej i jednocześnie co najmniej 50 % obserwacji ma wartość nie mniejszą od tej wartości.
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gdzie Xk:n oznacza k-tą statystykę pozycyjną , k-tą obserwację w uporządkowanej niemalejąco próbie.

Mediana jest miarą pozycji, a konkretniej miarą tendencji centralnej, wskazuje wartości typowe badanej cechy.. Jest odporna na wpływ obserwacji odstających.

Moda z próby jest miara tendencji centralnej. Jest to wartość (ilościowa lub jakościowa) najczęściej   powtarzającą się w próbie. Często zakłada się dodatkowo, że nie może być to wartość najmniejsza ani największa z próby. Zdarza się że moda w próbie nie występuje lub występuje więcej niż raz. Moda stosowana jest do syntetycznego scharakteryzowania próby i oceny jejwłasności pod względem tendencji centralnej. 

Współczynnik zmienności z próby.

Jest jedną z miar rozproszenia, wyrażony w % stosunek odchylenia standardowego tej wartości do jej średniej arytmetycznej. V=S/
[image: image19.wmf]X
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Jest przydatny do porównywania rzutów dwóch lub więcej prób.

Def. Wsp. Zmienności stosunek odchylenia standardowego do wartości oczekiwanej v=(/(. Jest charakterystyką liczbową zmiennej losowej pod względem miary rozproszenia, czyli mówi o zróżnicowaniu wartości zmiennej X względem wartości średniej (. Współczynnik ten jest miara rozproszenia gdy za jednostkę przyjmujemy wartość oczekiwaną.

Wyznacz kwartyle z następującej próby: 9, 1, 3, 17, 7, 21, 12, 4   

{posortować od min do max). q0.25=Q1=|n(=8*0,25=2|= =1/2(X[(n]+X[(n+1])=1/2(3+4}=3,5  Q2=8*0.5=4=1/2(7+9)=8    Q3=8*0.75=6=1/2{12+17}=14,5 q0.7=|8*0,7=5,6|=X{[(n]+1}=X7=17

Kwantale zmiennej losowej:

Q1(n0,25-kw.dolny, 

Q2(M(n0,5-mediana 

Q3(n0,75-kw.Górny.

Kwantylem rzędu ( , (0<(<1) zmiennej losowej X o dystrybuancie F nazywamy liczbę q( spełniającą zależność:
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Jakie znasz charakterystyki kształtu dla próby? 
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-Skośność (współczynnik asymetrii) - jest wielkością nominalną charakteryzującą stopień i kierunek asymetrii rozkładu empirycznego badanej cechy.

A=0 oznacza, że obserwacje są symetrycznie rozłożone względem średniej, a>0 mówi o dodatniej symetrii, a<0 asymetria ujemna.

-Standaryzowany współ. asymetryzacji
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który dla dużego n (n>150) ma rozkład asymptotyczny normalny

-Pozycyjny współczynnik asymetrii zdefiniowany jest za pomocą kwartyli Q1, Med., Q3 oraz odchylenia ćwiartkowego Q:
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-Kutoza (współczynnik spłaszczenia)
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Wskazuje na ile wykres rozkładu empirycznego badanej cechy jest płaski względem rozkładu normalnego K=0 rozkład normalny, K<0 wykres rozkładu badanej cechy jest bardziej płaski niż rozkładu normalnego i ma krótsze ramiona, K>0 wykres bardziej stromy niż rozk. Normal. Tzn. duże skupiuenie obserwacji wokół mediany.

-Standaryzowana Kutoza 
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Dystrybuantą zmiennej losowej X nazywamy funkcję F(x)=P (((Ω; X(()(x) dla wszystkich x(R. Własności dystrybuanty F 1) F jest niemalejąca 2) F jest co najmniej prawostronnie ciągła 3) 
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 Dystrybuanta służy do wyznaczania prawdopodobieństw P(a<X<=b)=F(b)-F(a).

Wariancja zmiennej losowej jest średniokwadratowym odchyleniem zmiennej losowej od jej wartości średniej i jest jednym z parametrów które mówią o rozproszeniu zmiennej losowej.

VarX =  (2 = E(X - ()2
Własności  wariancji V(X)

1) C - stała

V(C)=0

2) V(CX)=C2V(X)

3) X, Y -  niezależne  zmienne losowe

V(X+Y)=V(X-Y)=V(X)+V(Y)

Czy wariancja sumy dwóch zmiennych losowych jest równa sumie wariancji ?

Wariancja dwóch zmiennych losowych XY. Var(X+-Y)=Var X + Var Y

Jeżeli zmienne losowe są nie skorelowane (czyli są niezależne) to wariancja sumy jest równa sumie wariancji.
Kowariancją zmiennych losowych X i Y nazywamy liczbę Cov(X,Y) określoną wzorem: Cow(X,Y)=E[(X-EX)(Y-EY)]

Podaj określenie współczynnika korelacji p(X, Y) zmiennych losowych X i Y.

Współczynnik korelacji zmiennych losowych X i Y nazywamy liczbę:
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Jeżeli zmienne X i Y są niezależne to p(X,Y)=0
Jeżeli zmienne X i Y są zależne linowo to ( |p(X,Y)| = 1

Więc współczynnik korelacji jest pewną unormowaną miarą zależności liniowej.

Zmienną losową o rozkładzie normalnym określają dwa parametry ( i (, co oznaczamy: X: N((, (). (- wartość średnia, (-odchylenie standardowe

Zmienne losowe typu skokowego (dyskretnego) Zmienna losowa X jest typu skokowego jeżeli przyjmie co najmniej przeliczalną liczbę wartości x1,x2,... P(X=xi)=pi>0,
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Zmienna losowa X ma rozkład skokowy P(X=xi)=pi 

Wartość  oczekiwana (=E(x)=(xi pi

Wariancja (2=Var(x)=(xi-()2 pi

Wartość oczekiwana jest miarą położenia dla zmiennych losowych (skokowych i ciągłych). Wart. Oczekiwana zmiennej losowej g(X) jest liczba: Eg(X)=(ig(xi)pi
Własności wartości oczekiwanej zmiennej losowej X:

1)  C - stała   E(C)=C

2) X, Y - zmienne losowe    E(X+Y)=E(X) + E(Y)

3) X, Y niezależne zm. los.  E(XY)=E(X)E(Y)  E(aX+b)=aE(X)+b  
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Podaj przykład zmiennej losowej dyskretnej która przyjmuje 3 wartości. Oblicz dla tej zmiennej wartość oczekiwaną.

Przykad – rzuty kostka, od x1do x6, p1 do p6 =1/6. 1/3*1+1/3*2+1/3+3=EX (wart.oczekiwana).

Zmienna losowa typu ciągłego Zmienna losowa X jest typu ciągłego jeżeli istnieje funkcja f(0 (zwana gęstością) i taka, że dystrybuantę tej zmiennej można przedstawić w postaci: 
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.  2) W punktach ciągłości funkcji f F’(x)=f(x) 
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Podstawowe rozkłady ciągłe

1)Zmienna losowa X ma rozkład jednostajny na [a;b] jeżeli gęstość
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 ,wart. oczekiwana  EX=1/(a+b), wariancja Var X=(b-a)2/12  

2) Zmienna losowa X ma rozkład wykładniczy z parametrem (>) jeżeli gęstość
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  , EX=1/(, Var X=1/(2
3) Zmienna losowa X ma rozkład normalny (Gausa) N((,(), ( i (>0 jeżeli gęstość 
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a) Rozkład chi-kwadrat. Zmienna losowa X ma rozkład chi-kwadrat n(n(N, n>=1) stopniach swobody, jeżeli jej gęstość f jest postaci:
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                EX=n, Var X=2n

Rozkład chi-kwadrat jest szczególnym przypadkiem rozkładu gamma.
b) Rozkład t-Studenta o k stopniach swobody.Niech X będzie zmienną losową o standaryzowanym rozkładzie normalnym, a niezależna od niej zmienna losowa Y ma rozkład chi-kwadrat o k stopniach swobody.

Wówczas zmienna losowa 
[image: image37.wmf]k

Y

X

Z

=

 ma rozkład t-Studenta o     

                       k stopniach swobody.

c)      Rozkład F-Snedecora

Niech X będzie zmienną losową o rozkładzie chi-kwadrat o k1 stopniach swobody, a niezależna od niej zmienna losowa Y ma rozkład chi-kwadrat o k2 stopniach swobody.

Wówczas zmienna losow 
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  ma rozkład F-Snedecora o parze stopni swobody(k​1,k2).

Typowe rozkłady prawdopodobieństwa zmiennych losowych skokowych  (dyskretnych)
a) Rozkład dwupunktowy    
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EX=p,   Var X=pq

b) Rozkład dwumianowy (Bernouillego)
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EX=np.   , Var X=npq

Interpretacja: Pojedyncze zdarzenie zachodzi z prawdopodobieństwem p. Dokonujemy n prób. Liczba zajść rozpatrywanego zdarzenia w n próbach opisana jest rozkładem dwumianowym.

c) Rozkład hipergeometryczny    N, M, n, k - liczby naturalne, przy czym 
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 EMBED Equation.2  [image: image43.wmf]÷
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Interpretacja: Mamy zbiór N obiektów, z których M odznacza się jakąś cechą. Badamy próbę o liczności n elementów. Liczba elementów w tej próbie, które odznaczają się tą cechą ma rozkład hipergeometryczny.

d) Zmienna losowa X ma rozkład Poissona z parametrem ( >0, jeżeli:
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  EX=(  , Var X=(.

Interpretacja:  Liczba zdarzeń zachodzących w jednostce czasu (teoretycznie nie ograniczona od góry)

e) Rozkład geometryczny
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Interpretacja: Pojedyncze zdarzenie zachodzi z prawdopodobieństwem p. Liczba prób niezbędnych do zaobserwowania zajścia rozpatrywanego zdarzenia opisana jest rozkładem geometrycznym.

Rozkład Gamma (>0 i (>0 
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Co to jest poziom istotności: ustalona dopuszczalna wielkość prawdopodobieństwa błędu pierwszego rodzaju (czyli odrzucenia weryfikowanej hipotezy gdy jest ona prawdziwa), jest to także kryterium przy wyborze testu takiego, by zminimalizowane zostało prawdopobieństwo błędu drugiego rodzaju.

Rodzaje błędów, na które jesteśmy narażeni podczas weryfikacji hipotez statystycznych.

Błędy decyzji statystycznych

*odrzucamy weryfikowaną hipotezę H, gdy jest ona prawdziwa; jest to tzw. błąd pierwszego

rodzaju;

*przyjmujemy weryfikowaną hipotezę H, gdy jest ona fałszywa; jest to tzw. błąd drugiego           rodzaju.

Błędne decyzje statystyczne podejmowane są z określonymi prawdopodobieństwami

nazywanymi, odpowiednio, prawdopodobieństwem błędu pierwszego rodzaju oraz

prawdopodobieństwem błędu drugiego rodzaju.

Który z dwóch estrymatorów nieobciążonych  (1 i (2 parametru ( jest efektywniejszy? Jeśli (1 i (2 są dwoma estymatorami nieobciążonymi parametru (, to powiemy, że  (1 jest estymatorem efektywniejszym niż  (2 , gdy jego wartość wariancji jet mniejsza od (2 i świadczy to, że wartości liczbowe w nim są mniej rozproszone, bardziej skupione przy (.

Dlaczego z reguły wolimy estymator nieobciążony od obciążonego? Ponieważ uzyskane oceny parametru nie są obciążone błędem systematycznym. Estymator nieobciążony pozostaje nawet po zwiększeniu próbki, w obciążonym może się zdarzyć, że zwiększanie próbki spowoduje zmniejszenie obciążenia {błędu}.

Jeżeli nieznanym parametrem jest wartość przeciętna (=E(x) to estrymator notX=1/n ( od j=1 do n Xj jest estrymatorem zgodnym i nieobciążonym parametru (.

Własności estymatorów

Zgodność

Niech X1,X​2,..... będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie zależnym od parametru rzeczywistego Niech nn(X1,X2,...Xn) będzie estymatorem parametru otrzymanym na podstawie obserwacji próby losowej X1,X2,...Xn. Mówimy, że estymator n jest zgodny, jeżeli dla każdego >0
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Własność zgodności oznacza, że dla dostatecznie dużych liczności próby estymator przyjmuje z dużym prawdopodobieństwem wartości bliskie estymowanemu parametrowi .
Nieobciążoność

Niech n=n(X1,X2,...Xn) będzie estymatorem parametru  otrzymanym na podstawie obserwacji próby losowej X1,X2,...Xn.. Jeżeli
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to mówimy, że estymator n jest nieobciążony.
Obciążeniem estymatora n nazywamy wielkość 
[image: image50.wmf](

)

q

q

q

-

=

n

E

b

)

(

.

Jeżeli dla każdego  obciążenie estymatora n dąży do zera, przy nto estymator n będziemy nazywać estymatorem asymptotycznie nieobciążonym.

Efektywność

Może być wiele estymatorów danego parametru a spośród nich może być wiele estymatorów nieobciążonych. Estymatory te możemy porównywać między sobą porównując ich wariancje.

Estymator nieobciążony o najmniejszej wariancji, o ile taki istnieje, nazywamy estymatorem efektywnym.
Jeżeli własność efektywności uzyskujemy wtedy, gdy n to nieobciążony estymator n będziemy nazywać estymatorem asymptotycznie efektywnym
Wykres skrzyniowy jest uniwersalnym narzędziem umożliwiającym ujęcie na jednym

rysunku wiadomości dotyczących położenia rozproszenia i kształtu rozkładu

empirycznego badanej cechy. Jest szczególnie przydatny przy porównywani kilku prób.
� EMBED Equation.3  ���
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