Wyzsza Szkota Informatyki Stosowanej i Zarzadzania Systemy Kryptograficzne

3. Pierscien funkcji wielomianowych na krzywej
algebraicznej

W tym rozdziale przypominy definicje dziedziny calkowito$ci; dziedziny z
jednoznaczno$cia rozktadu, a nastgpnie zdefiniujemy pojecia cita utamkow
pierScienia oraz pierscienia lokalnego. W drugiej czgsci pokazemy przyktady
zwiazane z krzywymi algebraicznymi.

R — piersScien przemienny z jedynka

Definicja:
R jest dziedzina calkowito$ci: wtt. gdy nie istnieja w nim wiasciwe dzielniki
zera. To znaczy , jesli axb=0 to a=0 lub b»=0 .

Whiosek:
Jesli axb=axc to a=0 lub b=c .

Definicja:

3
alb  wtt. gdy r axc=b
C

W dalszym ciagu R* bedziemy oznacza¢ grupg elementow odwracalnych
(grupa jednosci) pierscienia R; tzn.

R*={a€R: 3 axb=1}
bER

Whiosek:
deR” wtt. gdy a1

Definicja:
Element a in R nazywamy pierwszym wtt. gdy zachodzi implikacja
albxc=alblubalc

Definicja:
Element 4€R\R*U0 nazywamy nierozkltadalnym wtt. gdy zachodzi
implikacja a=bxc=>bER" lubcER” .
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Definicja:
Pierscien R nazywamy dziedzina z jednoznacznos$cia rozktadu (DJR) witt.
kazdy element a€R\(R"U[0}) mozna  przedstawi¢ jednoznacznie z
doktadnoscia do porzadku i odwracalno$ci w postaci iloczynu
elementdéw nierozktadalnych.

Twierdzenie 1:
Jesli R — dziedzina catkowito$ci to kazdy element pierwszy jest
nierozkladalny. Jesli co wigcej R jest DJR to zachodzi rOwniez odwrotna
implikacja, tzn. kazdy  element nierozktadalny jest pierwszy.

Przyklad:
Pierscien wielomiandéw K[X, Y] nad ciatem K jest DJR

Twierdzenie 2:
Niech R — pierscien (przemienny z jedynka), wtedy zachodzi implikacja:

Jesli a — pierwszy to pierScien ilorazowy R/(a) jest ciatem.
Jesli a — nierozktadalny to pierscien ilorazowy R/(a) jest D.C.

Niech R — D.C.
Definiujemy relacj¢ (rownowaznosci)
Yr,s,r',s ' €R

(r,s)~(r’,s’)eorxs —s*r’'=0

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy ulamkami w R 1 oznaczamy:

ror’ . . ., , i ..
—;— odpowiednio. Zbior utamkow z dziataniami
s s

ror’ _rkr’

s s’ skxs’

ror’ rxs’+sxr’

s s’ sxr’

ma strukture ciata. Nazywamy go ciatem utamkow pierscienia R.

Ideat I pier§cienia nazywamy maksymalnym wtt. gdy zachodzi implikacja
IcJcR=>J=1lubJ=R
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Definicja:
Pierscien R nazywamy lokalnym wtt. gdy posiada dokladnie jeden ideat
maksymalny.

Twierdzenie 3:
Nastepujace warunki sa rownowazne:
1. R jest pierscieniem lokalnym.

2. Zbidr wszystkich elementéw nieodwracalnych jest ideatem pierscienia
R.

Dowéd Tw 3:
“<"tzn. ze z (2) wynika (1)
Niech S — zbior wszystkich elementow nieodwracalnych R. Wiemy, ze S jest
ideatem. Pokazemy, ze S jest jedynym ideatem maksymalnym pierscienia R.
W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze ideat generowany przez S 1 dowolny
element a € S jest catym pierScieniem R a to wynika stad, ze taki element
a musi by¢ odwracalny w R.

“="1tzn. ze z (1) wynika (2)

Niech I — ideat maksymalny pier§cienia R. Wystarczy pokazaé, ze suma

elementow nieodwracalnych w R jest elementem nieodwracalnym w R. W

tym celu rozwazmy dwa ideaty: (a)cR,(b)cR .Na mocy zalozenia
(a)cl,(b)cI gdzie I jest jedynym idealem maksymalnym  pierScienia R.

Poniewaz | jest grupa addytywnato a+bel ,zatem a+b  jest

elementem nieodwracalnym w R. CKD

Definicja
K nazywamy cialem algebraicznie domknigtym wtt. gdy kazdy wielomian o
wspotczynnikach w tym ciele posiada w nim takze pierwiastki.

Lemat: Jesli K - ciato algebraiczne domknigte to
K|=oo

Dowod:
Wystarczy rozwazy¢ wielomiany x”—1 gdzie p — przebiega liczby pierwsze
1 zauwazy¢, ze jesli x"=1 oraz x”=1 to

NWD(p, p,) _ 1 _
X =x =1 .
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Definicja:
A*(K) — przestrzen afiniczna dwuwymiarowa (4°(K)=KXK)

Niech C — krzywa algebraiczna ptaska, tj. zbior rozwigzah rownania
C(X,Y)=0

gdzie CeK[X,Y]

tzn. C={(x,y)€A*(K):C(x,y)=0}

Przyklad:

K=R
D=Y’ (X’ +X?%)
E=Y"—-(X’-X)

D E

Whiosek 2:
Jesli K — cialo algebraicznie domknigte, to krzywa algebraiczna ptaska

CeK[X.Y] zawiera nieskonczenie wiele punktow.

Dowod:
\v/

xeK
domknigtosci K.

C(X,Y)=0 ma rozwigzanie Y =y na mocy algebraicznej

((x,3):C(x,9)=0}[2 2, 1 = pa mocy whiosku 1.

xekK

Definicja:
CcA4*(K) , P=(x,y) punktlezacy nakrzywej C,(PeC) powiemy, ze

P jest punktem osobliwym wtt gdy
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oc
Ox

e

(P)=77

(P)=0

Krzywa C jest osobliwa wtt gdy posiada co najmniej jeden punkt osobliwy.

Przyklad:

oD

6—(0,O)=—(3x2+2x)=0
X

9D ((,0)=2y=0

Oy

L 10,0==(3x"~1)=1
OF (0,0)=2y=0

Oy

Zatem punkt P = (0, 0) jest punktem osobliwym krzywej D ale nie jest
punktem osobliwym krzywej E.

3.1 Funkcje wielomianowe i wymierne na krzywej C

Definicja:
Pierscieniem wspotrzednych krzywej C nazywamy pierscien ilorazowy
K[C]=K][X, Y]/ (C), w dalszym ciagu bedziemy zaktadac, ze C[X, Y] jest
wielomianem nierozktadalnym nad cialem K.

Whiosek:
Na mocy twierdzen 1 1 2 mamy, Ze:
K[C] jest dziedzina catkowitosci

Uwaga:
Elementy pierscienia wspotrzednych K[C] sa klasami abstrakcji relacji

rownowaznos$ci okre§lonej nastepujaco:
[f] =f+ (C), gdzie (C) oznacza ideal generowany przez wielomian
CX,Y)

Definicja:
Cialem funkcji wymiernych na krzywej C nazywamy cialo utamkow

pierscienia K[C], 1 oznaczamy je przez K(C).
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Whiosek:

Elementy ciata funkcji wymiernych sa postaci =L gdzie £, geK[C]
g

3.2 Pierscien lokalny

Niech PeC —krzywa eliptyczna plaska
K(C) - ciato funkcji wymiernych

Definicja:
r€K(C) jestregularna w punkcie P jesli istnieje reprezentacja :
r=§,f,g€k[C] oraz g(P)#0

Definicja:

Pierscien funkcji wymiernych regularnych w punkcie P nazywamy
pier$cieniem lokalnym krzywej C i oznaczamy O,(C)

Krzywe eliptyczne afiniczne

Definicja
Roéwnaniem Weierstrassa nad ciatem K nazywamy réwnanie:
E:Y'+a, XY +a, Y=X"4+a, X +a,X +a,
gdziea€eK ,i=1,2...6

Réwnanie to nazywamy osobliwym wtt. gdy uktad

E E . .
S_X:g_Y:O niema rozwiazan dla zadnego P = (x, y) nalezacego
do £
Definicja

Krzywa E zadana przez powyzsze rownanie Weierstrassa, ktora jest
nieosobliwa nazywamy krzywa eliptyczna afiniczna
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Uwaga

W dalszym ciagu bedziemy identyfikowac¢ krzywa E z jej rOwnaniem
Weiestrassa a takze wielomianem E(X,Y)€EK[X Y]
E(X,Y)=Y+a, XY +a,Y —( X’ +a, X +a,X +a,)

Definicja
Stopniem funkcji wymiernej 7 :é

reK(X) , nazywamy liczbe st(r)=st(f)-st(g)
Zachodza rownosci:
st(rs)=st(r)+st(s)

st(%)=—st(r)
st(r+s)<min(st(r),st(s))

Réwnosé zachodzi wtt. gdy st (r)#st(s)

Twierdzenie 1

Niech R — dziedzina z jednoznaczno$cia rozktadu, L — ciato utamkoéw
pierScienia R i niech a€R[Y] bedzie elementem nierozktadalnym

w R[Y]. Wtedy  a€R lub a  jest nierozktadalnyw L[Y] .
Dowod
Zal6zmy niewprost, ze a in R[Y] niestaty 1 ze a ma rozktad w L[Y].
Wtedy a=§*£ gdzie [, gER[Y]
1

2

Gdyby istotnie p-element pierwszy dzielit g,g, , wtedy »lf,f,=plf, lub
plf, atoniemozliwe bo f,f,L1g g zatem £ & jestelementem
odwracalnymw R[Y] iwtedy a=/,f, gdzie f,f.€R[Y] co przeczy

nierozkladalnosci ¢« w R[Y] .
Twierdzenie 2

Wielomian E(X,Y) wystepujacy w rownaniu Weierstrassa jest
nierozktadalny w K[X,Y] .

Dowadd

Niech R=K[X] - dziedzina z jednoznaczno$cia rozktadu.

Gdyby E byl rozkladalny w K[X,Y] to takze nie mamy powyzszego

twierdzeniaw K (x)[Y]=L[K] wtedy E=(Y+r)(Y+s) gdzie
r,scK(x)

Poréwnujac wspotczynniki dostajemy:
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r+s=a,X+a,
rs=—(X’+a,X*+a,+a,)
st(r+s)<l

125t (r+s)=max(str,sts)== - sprzeczno$é

N | W

Dla dowolnego f €K[E]oraz(x,y)=P€E definiujemy warto$¢
f(P)=f(X,Y)(x,y)=f(x,y) ktoranie zalezy od wyboru reprezentacji

wielomianu f gdyz biorac g=/+cE otrzymujemy
g(P)=f(P)+cE(P)=f(P)+cx0=f(P)

Uwaga

Ciato K(E) jest rozszerzeniem stopnia dwa ciata K(X). Automorfizm ciata

K(E) na K(X) jest zadany przez odwzorowanie:
T:Y>Y==Y—-a,X—a;

Dla dowolnego f€K(E) definiujemy:
f(X.Y)=f(X,Y)
gdzie Y jak wyzej

Podobnie jesli P=(x,y)€E to (P)=(x,y) teznalezy do E gdzie
y==—y-a,X—a,

Wynika to z podstawienia y—¥ w rownaniu Weiestrassa
Y+a, XY+a, Y=Y (+a, X+a,)=(—Y —a, X —a))(=Y)=Y (Y +a, X +a,)

Definiujemy funkcje¢ normy 1 $ladu:

N:K(E)-»K(X)

Tr:K(E)->K(X)

N(f):f=ff

Tr(f): f+]
Norma jest pozytecznym narz¢dziem przy redukcji wielomianow dwu
zmiennych do jednej zmiennej. W szczegdlnosci pozwala udowodnié, ze:

Stwierdzenie
K[E] jest pierscieniem funkcji wielomianowych na E tzn. zachodzi
rownowazno$§¢ VPEE f(P)=0 wtt. gdy f=0wK[E]




Wyzsza Szkota Informatyki Stosowanej i Zarzadzania Systemy Kryptograficzne

Izomorfizm krzywych eliptycznych

Krzywa E 1 E' zadane réwnaniami Weierstrassa
E:Y’a, XY +a,Y=Xa, X’ +a, X +ay
E'":Y’+a' XY+a' Y=X"+a', X +a', X+a',
nazywamy izomorficznymi wtt. gdy istnieje zamiana zmiennych

G JGH)

gdzie u#0, r,s,t dowolne elementy ciata K

2
u 0
2

us u

Przeksztalcenie ¢ nazywamy dopuszczalng zamiang zmiennych lub
izomorfizmem.

Przyklad
wA(X,Y)=>(X,Y)=(X,-Y—-a,X—-a,)

Whiosek
Relacje izomorfizmu sg relacja rownowaznosci
Przeksztatcenie odwrotne do ¢ zadane jest wzorem

w-lh.(;)ﬂ(_uﬂz Ou_z)(i)*(u-f?jfrs>)

niosek
Scislej mowiac przeksztalcenie ¢ zamienia uktad wspotrzednych (X, Y) w
ktorym zadana jest krzywa E = E(X, Y) na uktad (X', Y') w  ktorym krzywa
E ma postac E't;. (f)w(;{,)
imacierz ¢ jest dana powyzej. Zatem E'=Eoy i E'(P')=E(P) |
gdzie P'=¢(P)€EE’' i ¢ jestrowne ¢~ .Naturalnym rozszerzeniem
W jest:
W K(E)—K(E")
w(f)=Sow
Whiosek
[zomorfizm krzywych E 1 E' jest jedynym w klasie transformacji
afinicznych postaci:
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(1 e

Postacie normalnie krzywych eliptycznych

Niech K - dowolne ciato. Jesli istnieje p>0 takie ze |1] . Dliﬂﬂ El _ o tocialo ma

charakterystyke dodatnia.

Najmniejsza taka liczba p jest nazywana charakterystyka ciala i oznaczana
przez char(K).

W przeciwnym przypadku ciato K ma charakterystyke zero i piszemy
char(K)=0

Przyklad
char(Zz) =2 ,char(Z3) =3

Niech ¥ - dopuszczalna zamiana zmiennych ¢ (xy) - (X,Y).

Wtedy:
v :K(E) - K(E) takie, ze
v (f)= fou (zlozenie zadaje izomorfizm odpowiednich ciat)
Wtedy odbicie (Y do pierécienia lokalnego) 0,(E) indukuje odpowiednie
przeksztalcenie ¥|0,(E): O,(E) + O, (E

Uwaga
Operacje sprze¢zenia ,,-,, zadaje izomorfizm krzywej E w krzywa E’=E
(automorfizm krzywej E), gdyz 1 : £ - E PO E - P'U E,amacierz !

o xR X 01 omyn o
e N R T

Automorfizm T jest staly na ciele funkcji wymiernych K(X), Poniewaz

v " K(E) - K(E) wiecy o1 op "' K(E') - K(E) jest to automorfizm stalym na
K (X ) . Zatem § °T oy "' musi by¢ sprzezeniem na ciele K (E') oznaczanym
symbolem 7".

10
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Whiosek 1
Izomorfizm ¥ komutuje a automorfizmem sprzezenia tzn. 7 °¢ = ¢ o1’

Whiosek 2
Dla dowolnej funkcji wymiernej zachodzi réwnosé¢ 1 K(E)

b ()=l er)lr)= oo Jir)=u (r)=0r)

Whiosek 3

' komutuje z operatorami normy N i §lady Trtzn. ¥ °N= Ny |
W oTr=Trol

Dowad
Dla normy:

N ()= (few)lfev)

o oN(f)=u (N =u ()= ol )= (rov)l7ow )= (Fou)lFov)

Dla sladu:

Trop (f)= Trlpsf) = Tr(fov )= (fou )+ (Fow)

oot f)zulmr)=u olre 7)=re 7low = foup v Fou = (rep)e [Fov)

Ostatnie przeksztatcenie zachodzi na mocy wniosku 2.

Postacie normalne
Dopuszczalna zamiana zmiennych ¥ przeprowadza krzywa E na krzywa E’
E:Y’+aXY+aY=X+a, X +a,X+a,
E:Y’+a XY+a,Y=X+a, X +a,X+a,
gdzie :
a;,a'0 K,i=1,....6 sg powigzane rownosciami

11
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u 1(a1 + 2s)

[ -3

T u a3+m1+2t)

(
a'sy=u 2(a2+ sa1+3r-s )
|

a,=u'la,+ 2ra, - rs+ t)al- sa, + 3r’ - 2st)
a,=ulla,+ rla, + raz-rtal-ta3+r3-t2)
[ -2

b= u b+ 12r)

(
(
b= u'4(b4 trb, t 6r2)
b= u (b, + 2rb, + b, + 4r°)
b= u (b + 3rb, + 3%, + b, + 3]
= ue,
1= u-lZA

j=

Whiosek
Krzywe izomorficzne maja ten sam j - niezmiennik. Poniewaz u # 0 wigc

krzywe izomorficzne maja jednoczes$nie wyrdznik niezerowy lub zerowy.

Klasyfikacja postaci normalnej wyrdznia dwa przypadki:

Przypadek 1
1
Podstawiajac (x,7) - HX Y- 2(a‘X t a;)@ przeprowadzamy krzywa E na

E:Y'=X’+a,X+ a4X+ a',
Dalej jesli dodatkowo char(K) # 3to podstawiajac (x,7) HX Ea 2. Y H

przeprowadzamy krzywa E’na E':Y*= X’ +a", X + a'';
Jezeli char(K) =3 to

. o, as
1) Jezeli a', = OEU- J'= A—ZE to E ma zadang postaé :Y* = X+ a'", X + a''¢

2) W przeciwnym przypadku podstawienie (x,7) - HX t—= = Y E
2

przeprowadza krzywa B’ na E':Y? = X’ + a'", X* + a'

Przypadek 2 (char(K)=2)

12

. a,
1) Jezeli 4, = OEU J'= A— A# OE to podstawienie (X,Y) ~ (X + a,,Y

przeprowadza E na posta¢ : E':Y* + a', Y = X’ + d', X + d',

12
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2 2
1 f A a aa,ta
2) Jezeli 4, # 0 to podstawienie (x,7) - Eaf)ﬂ —a3 e e e 4a3 3 E
1 1

przeprowadza krzywa Ena E:Y?+ XY = X'+ a', X* + d'

13
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